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材料导读

本材料配合《ASR Foundation》使用，供课后自主阅读。

阅读前的基础
条件概率与贝叶斯定理、向量与矩阵运算，以及声学特征的基本概念。

读完后应能解释
马尔可夫链与 HMM的区别，隐藏状态与观测各表示什么
前向算法、Viterbi和 Baum–Welch分别解决什么问题
GMM如何描述声学特征，DNN如何替代 GMM
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建议阅读路线

1 建立概念：阅读马尔可夫链、HMM定义与语音识别示例。
2 理解算法：先看三个问题及算法总结，再逐步核对推导。
3 连接 ASR：阅读 GMM发射密度、三音素和状态绑定。
4 拓展阅读：了解 DNN–HMM的后验与似然转换。

自学方法
用末尾的两状态例题手算前向与 Viterbi，比较“路径求和”与“最佳路径”。推导时注意每
个变量的条件、时间范围和归一化分母。
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内容目录

1 阅读准备与 ASR概率框架

2 马尔可夫链与隐藏状态

3 隐马尔可夫模型与三个基本问题

4 GMM-HMM

5 从单音素到上下文相关模型

6 DNN-HMM系统

7 总结、自测与参考资料
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经典 ASR的概率框架

Ŵ = arg max
W

𝑝(O ∣ W)𝑃 (W),

𝑝(O ∣ W) = ∑
L

𝑝(O ∣ L)𝑃 (L ∣ W).

O：声学特征序列。W：词序列。L：发音序列。
声学模型 𝑝(O ∣ L)：给定声学单元，计算观测的似然。
发音词典 𝑃(L ∣ W)：词序列可能对应哪些发音。
语言模型 𝑃(W)：候选词序列的先验概率。
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经典 ASR系统中的 HMM

前端把语音波形转换为声学特征序列。
HMM描述声学状态的先后顺序与持续时间。
GMM或 DNN给出声学状态分数，解码器结合词典与语言模型搜索文字。
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符号约定

符号 含义

X = (x1, … , x𝑇 ) 观测序列，与 ASR中的声学特征序列 O对应
𝑞𝑡, 𝑠𝑖, 𝑁 时刻 𝑡的隐藏状态、状态取值及状态总数
𝐴 = [𝑎𝑖𝑗], 𝜋 状态转移矩阵与初始状态分布
𝐵, 𝑏𝑗(x𝑡) 发射分布及在状态 𝑠𝑗 下的观测概率或密度
𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋) HMM的参数
𝑄 = (𝑞1, … , 𝑞𝑇 ) 完整隐藏状态序列
𝑤𝑗𝑘, 𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘 状态 𝑗的第 𝑘个高斯分量的权重、均值和协方差
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如何对“序列”建模？
回顾我们的问题

前面的概率框架说明，声学模型 𝑝(O|L)的目标是计算给定一个声学建模单元序列 L
时，观测到声学特征序列 O的概率。
这里的核心挑战是：语音信号是一个时间序列。它的特性是随时间动态变化的。
我们需要一个强大的数学工具来描述这种随时间演进的、具有“记忆”的序列过程。

让我们从一个最简单的序列模型开始：马尔可夫链。
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马尔可夫链的定义

定义 (一阶马尔可夫性质)
给定当前状态后，下一时刻的状态与更早的状态条件独立：

𝑃(𝑞𝑡+1 ∣ 𝑞𝑡, … , 𝑞1) = 𝑃(𝑞𝑡+1 ∣ 𝑞𝑡).

用初始分布 𝜋 和转移矩阵 𝐴描述链。每行转移概率之和为 1。

天气例子
按“晴、阴、雨”排列状态，转移矩阵为

𝐴 = ⎛⎜
⎝

0.7 0.3 0
0.4 0.2 0.4
0.2 0.3 0.5

⎞⎟
⎠

.
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马尔可夫链 (Markov Chain)

例子：一个简单的天气模型
如果今天是晴天，明天有 70%的概率还是晴天，30%的概率会阴天。
如果今天是阴天，明天有 40%的概率会放晴，40%的概率继续下雨，20%的概率保
持阴天
如果今天是雨天，明天有 50%的概率继续下雨，30%概率变为阴天，20%概率放晴。
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马尔可夫链的局限性
当我们无法直接观测状态时...

当我们无法直接观测状态时
想象一下，你在外地，无法直接观测，则原来的天气状态是“隐藏”的。
但你有当地的一个朋友，他每天都会出门，并打电话告诉你他今天的心情。
他可能的心情有：{开心,难过}。
朋友的心情表现，很大概率是和天气相关的：

晴天时，他更可能开心。
雨天或者阴天时，他更可能难过。

任务：根据朋友的心情序列，推断出天气序列
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隐马尔可夫模型
(Hidden Markov Model, HMM)

这个问题引出了一个更强大的模型：隐马尔可夫模型。
它包含一条隐藏的、我们无法观测的马尔可夫状态链（例如：天气序列）。
它还包含一个可观测的符号序列（例如：朋友的心情序列）。
每一个隐藏状态都会以一定的概率“发射”出某个可观测的符号。

HMM的两大核心要素：
状态转移概率:
隐藏状态之间如何切换？
(e.g.,从晴天到雨天的概率)
发射概率 (观测概率):
在某个隐藏状态下，观测到某个现
象的概率是多少？
(e.g.,在晴天时，心情难过的概率)
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HMM如何应用于语音识别？
建立“天气”和“语音”之间的联系

外地猜天气
隐藏状态:
天气的真实序列
(晴→晴→雨)
观测序列:
朋友的心情序列
(开心,开心,难过)
我们的目标:
根据心情序列，推断出最可能
的天气序列。

语音识别系统
隐藏状态:
构成单词的音素序列
(/h/ → /e/ → /l/ → /o/)
观测序列:
从语音信号中提取的声学特征 (MFCC)
序列 ( ⃗𝑜1, ⃗𝑜2, ⃗𝑜3, … , ⃗𝑜𝑇 )
我们的目标:
根据声学特征序列，解码出最可能的音
素序列，进而得到词序列。

HMM成为了连接不可见的语言单元 (音素)和可测量的声学信号之间的完美桥梁。
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为什么使用 HMM?

语音信号具有时序性和序列性，其特性随时间演进。
HMM能够优雅地对这种时变序列进行建模。
语音的观测值 (声学特征)是连续的，但其背后的本质状态是离散的 (如音素)，这与
HMM的假设完美契合。
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HMM的定义与假设

初始分布：𝜋𝑖 = 𝑃(𝑞1 = 𝑠𝑖)。
转移分布：𝑎𝑖𝑗 = 𝑃(𝑞𝑡+1 = 𝑠𝑗 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖)。
发射分布：𝑏𝑗(x𝑡) = 𝑝(x𝑡 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗)。

两个条件独立假设
状态满足一阶马尔可夫性质。给定当前状态，当前观测与其他状态及观测条件独立。

因此，状态与观测的联合分布为

𝑝(𝑄, X ∣ 𝜆) = 𝜋𝑞1
𝑏𝑞1

(x1)
𝑇

∏
𝑡=2

𝑎𝑞𝑡−1,𝑞𝑡
𝑏𝑞𝑡

(x𝑡).

此处 𝑞𝑡 在下标中表示状态索引。离散观测使用概率，连续观测使用概率密度。
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HMM的三个基本问题

1 评估 (Evaluation): 给定模型 𝜆，计算观测序列 X出现的概率 𝑝(X|𝜆)。
算法: 前向算法 (Forward Algorithm)。

2 解码 (Decoding): 给定模型 𝜆和观测序列 X，找到最可能的状态序列 𝑄。
算法: 维特比算法 (Viterbi Algorithm)。

3 学习 (Learning): 给定观测序列 X，调整模型参数 𝜆使得 𝑝(X|𝜆)最大。
算法: Baum-Welch算法 (即 EM算法在 HMM中的特例)。

王帅 (南京大学智能科学与技术学院) ASR补充材料 2026年秋季 17 / 71



问题一：评估 (Evaluation)
如何计算 𝑝(X|𝜆)？

目标
给定一个观测序列 X = (x1, x2, … , x𝑇 )和一个 HMM模型 𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋)，计算从该模型中观
测到序列 X的概率 𝑝(X|𝜆)。

应用场景:
比如我们训练了两个 HMM，一个代表单词”hello”，一个代表”world”。
给定一段新的语音特征 X，我们可以计算 𝑝(X|𝜆hello)和 𝑝(X|𝜆world)。
哪个概率更高，我们就认为这段语音更可能是哪个单词。这是最简单的识别思路。

核心挑战
我们不知道隐藏的状态序列是什么！
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一个“暴力”但不可行的方法

我们可以穷举所有可能的、长度为 𝑇 的隐藏状态序列 𝑄 = (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑇 )。
对于其中任意一条状态路径 𝑄，计算它和观测序列 X同时发生的联合概率 𝑝(X, 𝑄|𝜆)：

𝑝(X, 𝑄|𝜆) = 𝜋𝑞1
𝑏𝑞1

(x1) ⋅ 𝑎𝑞1𝑞2
𝑏𝑞2

(x2) ⋯ 𝑎𝑞𝑇−1𝑞𝑇
𝑏𝑞𝑇

(x𝑇 )
然后，把所有可能路径的概率全部加起来，根据全概率公式得到最终结果：

𝑝(X|𝜆) = ∑
所有可能的𝑄

𝑝(X, 𝑄|𝜆)

为什么不可行？
假设有 𝑁 个隐藏状态，序列长度为 𝑇。
那么总共有 𝑁𝑇 条不同的状态路径！
这是一个指数级的计算量。对于一段几秒钟的语音（𝑇 可能上千），这是天文数字，计
算上完全无法实现。
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前向算法：动态规划思想
定义前向变量 𝛼𝑡(𝑖)

定义 (前向变量)
定义前向变量 𝛼𝑡(𝑖)为：在给定模型 𝜆的情况下，到时刻 𝑡为止，观测到的部分序列是
x1, … , x𝑡，并且在时刻 𝑡恰好处于状态 𝑠𝑖 的联合概率。

𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(x1, … , x𝑡, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖|𝜆)

这个变量是算法的基石，它存储了到达某个中间点的“累积概率”。
我们的目标是利用 𝛼𝑡(⋅)来递推计算 𝛼𝑡+1(⋅)。
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前向算法：详细推导
1. 初始化 (t=1)

我们来计算第一个前向变量 𝛼1(𝑖)。
根据定义，𝛼1(𝑖) = 𝑝(x1, 𝑞1 = 𝑠𝑖|𝜆)。
这件事要发生，需要两步：

1 首先，初始状态必须是 𝑠𝑖。这个概率是 𝜋𝑖。
2 接着，在状态 𝑠𝑖 下，必须发射出观测值 x1。这个概率是 𝑏𝑖(x1)。
我们将它们的概率相乘：

𝛼1(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(x1)

这为我们的递推提供了起点。我们为所有 𝑁 个状态都计算出这个初始值。
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前向算法：详细推导
2. 递推 (从 t到 t+1)

假设我们已经计算出了时刻 𝑡的所有前向变量 𝛼𝑡(1), 𝛼𝑡(2), … , 𝛼𝑡(𝑁)。如何计算 𝛼𝑡+1(𝑗)？
要在 𝑡 + 1时刻到达状态 𝑠𝑗，我们必须在 𝑡时刻处于某个状态 𝑠𝑖 (可以是任意一个)。
从 𝑡时刻的状态 𝑠𝑖 转移到 𝑡 + 1时刻的状态 𝑠𝑗 的概率是 𝑎𝑖𝑗。
到达 𝑡时刻状态 𝑠𝑖 的总概率（我们已经算过了！）是 𝛼𝑡(𝑖)。
所以，从 𝑡时刻的某个状态 𝑠𝑖 出发，在 𝑡 + 1时刻到达 𝑠𝑗 的概率是 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗。
把所有可能的上一个状态 𝑠𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑁 )的情况全部加起来，就得到了到达 𝑡 + 1时
刻状态 𝑠𝑗 的总路径概率：∑𝑁

𝑖=1 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗。
最后，状态 𝑠𝑗 还要发射出观测值 x𝑡+1，其概率为 𝑏𝑗(x𝑡+1)。
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前向算法：递推的数学推导

固定模型参数 𝜆，对时刻 𝑡的状态进行求和：

𝛼𝑡+1(𝑗) =
𝑁

∑
𝑖=1

𝑝(x1∶𝑡+1, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖, 𝑞𝑡+1 = 𝑠𝑗 ∣ 𝜆)

=
𝑁

∑
𝑖=1

𝑝(x1∶𝑡, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖 ∣ 𝜆) 𝑃 (𝑞𝑡+1 = 𝑠𝑗 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖)

⋅ 𝑝(x𝑡+1 ∣ 𝑞𝑡+1 = 𝑠𝑗)

= [
𝑁

∑
𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(x𝑡+1).

每一步用到了什么
第二步分别使用状态的马尔可夫性质与观测的条件独立假设。x1∶𝑡 表示前 𝑡个观测。
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前向算法：详细推导
3. 终止

当我们递推到最后一个时刻 𝑇 时，我们得到了一组前向变量 𝛼𝑇 (1), 𝛼𝑇 (2), … , 𝛼𝑇 (𝑁)。
回忆 𝛼𝑇 (𝑖)的定义：𝑝(x1, … , x𝑇 , 𝑞𝑇 = 𝑠𝑖|𝜆)。
这是观测到完整序列 X，并且在 𝑇 时刻以状态 𝑠𝑖 结尾的概率。
我们最终想求的 𝑝(X|𝜆)并不关心结尾是哪个状态。所以，我们只需要把所有可能的结
尾状态的概率全部加起来即可。

𝑝(X|𝜆) =
𝑁

∑
𝑖=1

𝛼𝑇 (𝑖)

效率
每一步递推的计算量大约是 𝑂(𝑁2)。总共需要递推 𝑇 − 1次。所以总的计算复杂度是
𝑂(𝑁2𝑇 )，这是一个线性时间复杂度，远优于 𝑂(𝑁𝑇 )！
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前向算法：总结

目标：计算 𝑝(X|𝜆)
定义前向变量 𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(x1, … , x𝑡, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖|𝜆)。

1. 初始化:
𝛼1(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(x1), 𝑖 = 1, … , 𝑁

2. 递推: For 𝑡 = 1, … , 𝑇 − 1:

𝛼𝑡+1(𝑗) = [
𝑁

∑
𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(x𝑡+1), 𝑗 = 1, … , 𝑁

3. 终止:

𝑝(X|𝜆) =
𝑁

∑
𝑖=1

𝛼𝑇 (𝑖)
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问题二：解码 (Decoding)
找到最优的隐藏状态序列

目标
给定观测序列 X和模型 𝜆，找到一条最有可能的隐藏状态序列 𝑄∗ = (𝑞∗

1, 𝑞∗
2, … , 𝑞∗

𝑇 )。

𝑄∗ = arg max
𝑄

𝑃(𝑄|X, 𝜆)

这正是语音识别的核心任务：我们看到了声学特征序列（观测），想知道它背后最有可
能的音素序列（隐藏状态）是什么。
这个问题和“评估”问题非常相似，但有一个关键区别：

前向算法是把所有路径的概率加起来 (∑)。
维特比算法是要找到那条概率最大的路径 (max)。

幸运的是，我们同样可以使用动态规划来解决。
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维特比算法：动态规划思想
定义新变量 𝛿𝑡(𝑖)和 𝜓𝑡(𝑖)

定义 (维特比变量 𝛿𝑡(𝑖))
定义 𝛿𝑡(𝑖)为：到时刻 𝑡为止，观测到部分序列 x1, … , x𝑡，并且在时刻 𝑡到达状态 𝑠𝑖 的所有
路径中，概率最大的那一条路径的概率。

𝛿𝑡(𝑖) = max
𝑞1,…,𝑞𝑡−1

𝑝(𝑞1, … , 𝑞𝑡−1, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖, x1, … , x𝑡|𝜆)

定义 (路径记录变量 𝜓𝑡(𝑖))
为了能够最终找出这条路径，我们还需要一个“记事本”𝜓𝑡(𝑖)，它记录了在时刻 𝑡到达状
态 𝑠𝑖 的最优路径，其上一步 (在 t-1时刻)是哪个状态。

𝜓𝑡(𝑖) = arg max
1≤𝑗≤𝑁

[𝛿𝑡−1(𝑗)𝑎𝑗𝑖], 𝑡 ≥ 2

王帅 (南京大学智能科学与技术学院) ASR补充材料 2026年秋季 27 / 71



维特比算法：动态规划思想
定义新变量 𝛿𝑡(𝑖)和 𝜓𝑡(𝑖)

𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(x1, … , x𝑡, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖)

𝛿𝑡(𝑖) = max
𝑞1,…,𝑞𝑡−1

𝑝(𝑞1, … , 𝑞𝑡−1, 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖, x1, … , x𝑡|𝜆)

对比 𝛼𝑡(𝑖)和 𝛿𝑡(𝑖)
𝛼𝑡(𝑖)是所有到达 (𝑡, 𝑠𝑖)的路径概率的和。
𝛿𝑡(𝑖)是所有到达 (𝑡, 𝑠𝑖)的路径概率的最大值。
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维特比算法：详细推导
1. 初始化 (t=1)

对于 𝛿1(𝑖)，在 𝑡 = 1时刻，路径只有一步。所以不存在“多条路径取最大”的问题。
它的计算方式和 𝛼1(𝑖)完全一样：

𝛿1(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(x1)

对于路径记录 𝜓1(𝑖)，因为 𝑡 = 1是起点，没有“上一步”，所以我们将其记为 0。

𝜓1(𝑖) = 0
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维特比算法：详细推导
2. 递推 (从 t-1到 t)

假设我们已经计算出了 𝑡 − 1时刻的所有 𝛿𝑡−1(𝑖)。如何计算 𝛿𝑡(𝑗)？
要找到在 𝑡时刻到达 𝑠𝑗 的最优路径，这条路径必然经过 𝑡 − 1时刻的某个状态 𝑠𝑖。
对于每一个可能的前驱状态 𝑠𝑖，从它延伸到 𝑠𝑗 的路径概率是：

路径概率 = 𝛿𝑡−1(𝑖)⏟
到𝑠𝑖 的最优路径概率

× 𝑎𝑖𝑗⏟
转移概率

我们要从这 𝑁 个可能的前驱状态中，选出使得这个路径概率最大的那一个。

max
1≤𝑖≤𝑁

[𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗]

最后，状态 𝑠𝑗 还要发射出观测值 x𝑡，所以再乘上 𝑏𝑗(x𝑡)。
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维特比算法：详细推导
2. 递推 (数学表达)

计算最大概率 𝛿𝑡(𝑗):
𝛿𝑡(𝑗) = max

1≤𝑖≤𝑁
[𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(x𝑡)

记录最优路径的前驱状态 𝜓𝑡(𝑗): 我们不仅要知道最大概率是多少，还要记下是哪个 𝑖
让我们得到了这个最大值。

𝜓𝑡(𝑗) = arg max
1≤𝑖≤𝑁

[𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗]

核心操作
前向算法的核心是∑，而维特比算法的核心是 max和 arg max。
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维特比算法：详细推导
3. 终止

当递推到最后时刻 𝑇 时，我们计算出了 𝛿𝑇 (1), … , 𝛿𝑇 (𝑁)。
整个序列的最优路径的概率，就是这些值中的最大值。

𝑃 ∗ = max
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑇 (𝑖)

最优路径的最后一个状态，就是使 𝛿𝑇 (𝑖)取得最大值的那个状态 𝑖。

𝑞∗
𝑇 = arg max

1≤𝑖≤𝑁
𝛿𝑇 (𝑖)
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维特比算法：详细推导
4. 回溯

我们已经知道了最优路径的终点 𝑞∗
𝑇。

那么路径的上一个点 𝑞∗
𝑇 −1 是什么呢？答案就记录在我们的“记事本”𝜓中！

𝑞∗
𝑇 −1 = 𝜓𝑇 (𝑞∗

𝑇 )

再往前一步：𝑞∗
𝑇 −2 = 𝜓𝑇 −1(𝑞∗

𝑇 −1)
... 以此类推，直到我们回溯到 𝑞∗

1。

𝑞∗
𝑡 = 𝜓𝑡+1(𝑞∗

𝑡+1) for 𝑡 = 𝑇 − 1, 𝑇 − 2, … , 1

最终，我们就得到了完整的最优状态序列 𝑄∗ = (𝑞∗
1, … , 𝑞∗

𝑇 )。
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维特比算法：总结

目标：找到最优状态序列 𝑄∗ = arg max𝑄 𝑝(𝑄, X|𝜆)
定义 𝛿𝑡(𝑖)为到时间 𝑡且处于状态 𝑠𝑖 的所有路径中的最大概率，𝜓𝑡(𝑖)为其前驱状态索引。

1. 初始化：
𝛿1(𝑖) = 𝜋𝑖 𝑏𝑖(x1), 𝜓1(𝑖) = 0

2. 递推（𝑡 = 2, … , 𝑇）：

𝛿𝑡(𝑗) = ( max
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗) 𝑏𝑗(x𝑡), 𝜓𝑡(𝑗) = arg max
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗

3. 终止与回溯：

𝑃 ∗ = max
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑇 (𝑖), 𝑞∗
𝑇 = arg max

1≤𝑖≤𝑁
𝛿𝑇 (𝑖), 𝑞∗

𝑡 = 𝜓𝑡+1(𝑞∗
𝑡+1) (𝑡 = 𝑇 − 1, … , 1)

最终得到最优状态序列 𝑄∗ = (𝑞∗
1, 𝑞∗

2, … , 𝑞∗
𝑇 )。
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问题三：学习 (Learning)
如何找到最优的模型参数 𝜆？

给定一个（或多个）观测序列 X，找到一组模型参数 𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋)，使得从该模型生成观
测序列 X的概率 𝑝(X|𝜆)最大。

𝜆∗ = arg max
𝜆

𝑝(X|𝜆)

这是三个问题中最重要的，也是最难的。因为它回答了“如何从数据中训练出一个
HMM模型”。
核心困难：这是一个“鸡生蛋，蛋生鸡”的问题。

如果我们知道隐藏状态序列 𝑄，那么估计参数 𝜆将会非常简单（只需要统计频率即可）。
如果我们知道模型参数 𝜆，我们就可以推断隐藏状态序列 𝑄（例如用维特比算法）。

但现实是，我们两者都不知道！我们只有观测序列 X。

解决方案
使用一种迭代算法——Baum-Welch算法，它是著名的期望最大化
(Expectation-Maximization, EM)算法在 HMM上的一个特例。
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已知隐藏状态时的参数估计

若训练数据中真实状态序列已知，参数可以通过频率统计获得。

̂𝜋𝑖 = 以𝑠𝑖 开始的序列数
总序列数

,

̂𝑎𝑖𝑗 = 从𝑠𝑖 转移到𝑠𝑗 的次数
从𝑠𝑖 出发的转移次数

,

̂𝑏𝑗(𝑘) = 在𝑠𝑗 下观测到𝑣𝑘 的次数
处于𝑠𝑗 的次数

.

实际训练的困难
最后一式针对离散观测。通常只有观测序列，隐藏状态未知，无法直接统计上述次数。EM
用期望计数替代这些真实计数。
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EM算法的核心直觉：猜想与优化

既然不能直接“计数”，那我们可以“软计数”——即计算期望次数。

E-Step (期望)
固定当前的模型参数 𝜆。
基于这个模型和观测 𝑋，我们不再猜测
唯一的隐藏状态序列，而是计算出所有
我们关心的事件的“期望”：

在时刻 𝑡处于状态 𝑠𝑖 的概率。
在时刻 𝑡从 𝑠𝑖 转移到 𝑠𝑗 的概率。

这些概率可以看作是“软计数”或“期望
计数”。

M-Step (最大化)
假设 E-Step计算出的“期望计
数”就是真实的、准确的计数。
使用上一页的频率统计公式，
只不过把“硬计数”替换为
E-Step得到的“期望计数”，来
重新估计一组新的、更好的参
数 𝜆new。

初始化
E-Step
−−−→期望

M-Step
−−−−→新参数

E-Step
−−−→新期望

M-Step
−−−−→ …

不断迭代，直到模型参数收敛。
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后向变量与递推

定义 (后向变量)
给定时刻 𝑡的状态，后续观测序列出现的概率：

𝛽𝑡(𝑖) = 𝑝(x𝑡+1, … , x𝑇 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑖, 𝜆).

初始化：𝛽𝑇 (𝑖) = 1，因为最后时刻之后没有观测。
从 𝑡 = 𝑇 − 1向前递推至 𝑡 = 1：

𝛽𝑡(𝑖) =
𝑁

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(x𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗) .

每一项依次对应：转移到 𝑠𝑗、生成下一个观测、生成剩余观测。对所有 𝑠𝑗 求和。
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E-Step：状态占用概率

𝛾𝑡(𝑖) = 𝑃(𝑞𝑡 = 𝑠𝑖 ∣ X, 𝜆).

𝛼𝑡(𝑖)包含从开始到时刻 𝑡的观测和状态信息。
𝛽𝑡(𝑖)包含从 𝑡 + 1到结尾的观测信息。
两者相乘得到所有经过 (𝑡, 𝑠𝑖)的路径概率之和。

𝛾𝑡(𝑖) = 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖)
𝑝(X ∣ 𝜆) = 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖)

∑𝑗 𝛼𝑡(𝑗)𝛽𝑡(𝑗) .

检查
对任意 𝑡，∑𝑖 𝛾𝑡(𝑖) = 1。分母是完整观测序列的概率或密度。
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E-Step：相邻状态的联合后验

𝜉𝑡(𝑖, 𝑗) = 𝑃 (𝑞𝑡 = 𝑠𝑖, 𝑞𝑡+1 = 𝑠𝑗 ∣ X, 𝜆).

前半段：𝛼𝑡(𝑖)。
一步转移与发射：𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(x𝑡+1)。
后半段：𝛽𝑡+1(𝑗)。

𝜉𝑡(𝑖, 𝑗) = 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(x𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗)
𝑝(X ∣ 𝜆) .

时间范围是 𝑡 = 1, … , 𝑇 − 1。对所有 (𝑖, 𝑗)求和为 1，且∑𝑗 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗) = 𝛾𝑡(𝑖)。
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M-Step：用期望计数重估参数

下面给出单条序列、离散观测的重估公式：

̂𝜋𝑖 = 𝛾1(𝑖),

̂𝑎𝑖𝑗 = ∑𝑇 −1
𝑡=1 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗)

∑𝑇 −1
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑖)

,

̂𝑏𝑗(𝑘) = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗) 𝕀[x𝑡 = 𝑣𝑘]

∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗)

.

计数的含义
转移次数只统计到 𝑇 − 1，状态占用次数统计到 𝑇。多条序列训练时，累加各序列的期望计
数，并对初始状态的后验取平均。
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Baum–Welch算法总结

1 初始化参数 𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋)。
2 E-Step：计算前向与后向变量，再计算状态占用后验 𝛾𝑡(𝑖)与转移后验 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗)。
3 M-Step：根据期望计数更新初始分布、转移矩阵和发射分布。
4 用新参数替换旧参数，继续迭代，直到似然变化足够小。

迭代的性质
在标准 EM的精确更新下，观测似然不下降：

𝑝(X ∣ 𝜆new) ≥ 𝑝(X ∣ 𝜆).

在常规条件下收敛到驻点，结果依赖初始化，不保证全局最优。
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连续声学特征的发射密度

天气例子使用离散观测，语音特征则是连续向量 x𝑡 ∈ ℝ𝐷。
因而 𝑏𝑗(x𝑡) = 𝑝(x𝑡 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗)是概率密度。
多维高斯分布是一个简单的选择，但单个分量难以表示多峰分布。

为什么会有多个峰
不同说话人、发音方式与环境会使同一声学状态的特
征出现多种分布模式。
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解决方案：高斯混合模型 (GMM)

核心思想: 使用多个高斯分布的加权和来共同拟合一个复杂的分布。
万能逼近器: 高斯混合模型 (GMM)是一个“万能逼近器”(Universal Approximator)，
理论上只要分量足够多，它可以拟合任意形状的连续概率分布。

GMM-HMM的发射概率
状态 𝑗的发射概率 𝑏𝑗(x)由𝑀 个高斯分量混
合而成：

𝑏𝑗(x) =
𝑀

∑
𝑘=1

𝑤𝑗𝑘 𝒩(x|𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘)

混合权重满足 𝑤𝑗𝑘 ≥ 0、∑𝑘 𝑤𝑗𝑘 = 1。每个
HMM状态 𝑠𝑗 都拥有自己的一套 GMM参数：
{𝑤𝑗𝑘, 𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘}𝑀

𝑘=1。
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为什么用 GMM作为发射概率模型?

HMM中的发射概率 𝑏𝑗(x𝑡) = 𝑝(x𝑡|𝑞𝑡 = 𝑠𝑗)需要对声学特征 x𝑡 的分布进行建模。
声学特征向量 x𝑡 是连续的、高维的。
单一高斯分布的建模能力太有限，无法捕捉复杂的数据分布。
高斯混合模型 (GMM)是一个万能逼近器 (universal approximator)，理论上可以拟合任
意形状的连续概率分布。
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GMM的概率密度函数

GMM公式
状态 𝑗的发射概率由𝑀 个高斯分量混合而成：

𝑏𝑗(x) =
𝑀

∑
𝑘=1

𝑤𝑗𝑘 𝒩(x|𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘), 且
𝑀

∑
𝑘=1

𝑤𝑗𝑘 = 1

其中，𝒩(x|𝜇, Σ)是多维高斯分布：

𝒩(x|𝜇, Σ) = 1
(2𝜋)𝐷/2|Σ|1/2 exp[−1

2(x − 𝜇)⊤Σ−1(x − 𝜇)]
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GMM–HMM的参数学习

仍然使用 Baum–Welch / EM进行训练。
初始分布与转移矩阵的重估公式保持不变：

̂𝜋𝑖 = 𝛾1(𝑖), ̂𝑎𝑖𝑗 = ∑𝑇 −1
𝑡=1 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗)

∑𝑇 −1
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑖)

.

新增的隐藏变量
除了状态 𝑞𝑡，还需要判断观测由状态内的哪个高斯分量 𝑘𝑡 生成。E-Step计算状态与分量
的联合后验，M-Step更新 𝑤𝑗𝑘, 𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘。

核心问题：观测 x𝑡 对状态 𝑗的第 𝑘个分量贡献了多少期望计数？
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GMM的分量责任度

给定状态 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗，第 𝑘个高斯分量生成观测的后验为

𝑟𝑡(𝑗, 𝑘) = 𝑃(𝑘𝑡 = 𝑘 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗, X, 𝜆).

利用贝叶斯定理和发射分布的条件独立性：

𝑟𝑡(𝑗, 𝑘) = 𝑝(x𝑡 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗, 𝑘𝑡 = 𝑘)𝑃(𝑘𝑡 = 𝑘 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗)
𝑝(x𝑡 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗)

= 𝑤𝑗𝑘𝒩(x𝑡 ∣ 𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘)
𝑏𝑗(x𝑡)

.

检查
给定状态 𝑗，所有分量的责任度满足∑𝑘 𝑟𝑡(𝑗, 𝑘) = 1。
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GMM–HMM的状态与分量联合后验

𝛾𝑡(𝑗, 𝑘) = 𝑃(𝑞𝑡 = 𝑠𝑗, 𝑘𝑡 = 𝑘 ∣ X, 𝜆).
由条件概率的乘法规则：

𝛾𝑡(𝑗, 𝑘) = 𝑃(𝑞𝑡 = 𝑠𝑗 ∣ X, 𝜆) 𝑃 (𝑘𝑡 = 𝑘 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑠𝑗, X, 𝜆)
= 𝛾𝑡(𝑗) 𝑟𝑡(𝑗, 𝑘)

= 𝛾𝑡(𝑗)𝑤𝑗𝑘𝒩(x𝑡 ∣ 𝜇𝑗𝑘, Σ𝑗𝑘)
𝑏𝑗(x𝑡)

.

用于参数更新的软计数
∑𝑘 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘) = 𝛾𝑡(𝑗)。这个联合后验表示观测对状态 𝑗的第 𝑘个分量的期望贡献。
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GMM-HMM的 M-Step：重估 GMM参数
用“期望贡献度”进行加权平均

有了 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)，我们就可以把它作为权重，来更新 GMM的参数。这和标准 GMM的 EM算
法非常相似。

更新混合权重 𝑤𝑗𝑘

新权重是分量 (𝑗, 𝑘)的总期望贡献度，除以状态 𝑗的总期望贡献度。

𝑤̂𝑗𝑘 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)

∑𝑇
𝑡=1 ∑𝑀

𝑚=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑚)
= ∑𝑇

𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)
∑𝑇

𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗)
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GMM-HMM的 M-Step：重估 GMM参数
用“期望贡献度”进行加权平均

有了 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)，我们就可以把它作为权重，来更新 GMM的参数。这和标准 GMM的 EM算
法非常相似。

更新均值 𝜇𝑗𝑘

新均值是所有观测向量 x𝑡 的加权平均，权重为 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)。

̂𝜇𝑗𝑘 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)x𝑡

∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)
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GMM-HMM的 M-Step：重估 GMM参数
用“期望贡献度”进行加权平均

有了 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)，我们就可以把它作为权重，来更新 GMM的参数。这和标准 GMM的 EM算
法非常相似。

更新协方差 Σ𝑗𝑘

新协方差是每个观测向量与新均值之差的平方的加权平均。

Σ̂𝑗𝑘 = ∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)(x𝑡 − ̂𝜇𝑗𝑘)(x𝑡 − ̂𝜇𝑗𝑘)⊤

∑𝑇
𝑡=1 𝛾𝑡(𝑗, 𝑘)
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单音素 (Monophone) HMM的局限性

到目前为止，我们讨论的 HMM模型（如为每个音素 /ah/, /b/, /p/ ... 建立一个 HMM）
是上下文无关 (Context-Independent)的。
这意味着，音素 /ah/的发音模型，在任何情况下都是完全一样的。
现实情况: 发音会受到协同发音 (Coarticulation)的严重影响。

例如，音素 /ah/的发音
在单词”pub” (p-ah-b)中的发音
在单词”tub” (t-ah-b)中的发音
在单词”fuss” (f-ah-s)中的发音

这三个 /ah/的声学实现（即语音特征）是截然不同的，因为它们受到了前后音素的影响。

结论
单音素模型无法捕捉这种上下文相关性，导致模型精度不足。
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三音素 HMM

定义 (三音素)
用左邻音素、中心音素和右邻音素共同定义声学模型，记作 L-C+R。

同一中心音素，不同上下文
pub中的 /ah/：p-ah+b。
fuss中的 /ah/：f-ah+s。

两种上下文可使用不同 HMM参数，以描述协同发音造成的差异。

代价
模型数量随上下文组合增加，带来参数量和训练数据覆盖的问题。
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三音素模型带来的新问题
(1): 参数爆炸

假设一个语言有 40个基本音素。
理论上，可能存在的三音素数量为：

40(左) × 40(中) × 40(右) = 403 = 64, 000个

如果每个三音素 HMM有 3个状态，每个状态的 GMM需要均值、方差等参数...
这会导致模型参数的总量急剧膨胀，变得异常庞大！

问题一：参数爆炸 (Parameter Explosion)
模型参数过多，不仅需要巨大的存储空间，也使得训练变得极其困难和耗时。
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三音素模型带来的新问题
(2): 数据稀疏

在一个非常大的语音训练数据库中，许多理论上可能存在的三音素，实际上可能从未
出现过，或者只出现过一两次。
例如，像 z-iy+q这样的组合在英语中可能永远不会出现。
如果一个三音素在训练数据中没有出现，我们就无法为它训练模型！
即使只出现几次，这点数据也完全不足以训练出一个稳定、可靠的 GMM参数。

问题二：数据稀疏 (Data Sparsity)
训练数据覆盖不全，导致大量三音素模型无法被有效训练。这在测试时会遇到严重的“未
登录三音素”问题。

我们需要一个 trade-off！
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状态绑定与参数共享

核心思想
将声学特性相似的三音素的对应状态绑定，共享一套 GMM参数。

例：p-ah+b与 t-ah+b
两者中心音素和右邻音素相同，左邻 /p/与 /t/均为清塞音。可依据语音学属性与数据中的
似然增益，判断是否共享对应状态的参数。

减少参数量：多个状态使用相同的发射分布。
缓解数据稀疏：合并各状态的训练数据，提高参数估计的稳定性。
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关键问题：如何决定哪些状态应该被绑定？

我们不能凭感觉去绑定状态。我们需要一个自动的、数据驱动的方法来决定。

目标
找到一个最优的聚类方案，使得聚类后的模型在训练集上的似然概率 (Likelihood)最大。

方法: 对每个单音素（如 /ah/）的每个 HMM状态，分别进行聚类。
例如: 我们把所有中心音素是 /ah/的三音素（如来自”pub”的 p-ah+b，来自”tub”的
t-ah+b，来自”fuss”的 f-ah+s等）的第 1个状态都拿出来，放在一个集合里，然后试
图对它们进行聚类。
如何聚类？通过提出一系列关于上下文音素的“是/非”问题，来逐步地、层层地划分
这些状态。这自然就引出了——决策树 (Decision Tree)。
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基于决策树的状态绑定 (Tying)

核心思想
将声学特性相似的三音素状态“绑定”在一起，共享 GMM参数。

中心音素是 /ah/吗?

左邻音素是清塞音吗?

右邻音素是清塞音吗?

状态集 1 状态集 2

状态集 3

......

决策树问题: 基于音素的语音学属性提问。
分裂准则: 选择能带来最大似然增益 (Likelihood Gain)的问题来分裂节点。
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状态绑定示例

决策树根据上下文音素的属性逐层
划分状态。
同一叶子节点中的状态共享 GMM
参数。
以 p-ah+b和 t-ah+b为例，相似
状态有机会进入同一叶子。
叶子聚合的数据用于估计共享参
数。
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GMM–HMM的建模局限

分布表达能力：有限个高斯分量可能难以充分拟合复杂声学分布。
特征相关性：常用对角协方差简化计算，同时限制对维度相关性的建模。完整协方差
GMM可以表示相关性。
上下文利用：逐帧的发射模型通常需要额外设计动态特征，才能利用相邻帧信息。

DNN–HMM的思路
保留 HMM的状态转移与时间对齐，用神经网络估计当前帧的状态后验，再转换为解码分
数。
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混合系统的诞生：DNN-HMM

核心思想
各取所长：保留 HMM强大的时序建模能力（状态转移），同时用一个强大的深度神经网络
(DNN)来替换掉相对较弱的 GMM，用以计算发射概率。

GMM-HMM: HMM(𝜋, 𝐴) + GMM(𝐵)
⇓

DNN-HMM: HMM(𝜋, 𝐴) + DNN(𝐵)

在这个混合系统中，DNN的任务是：给定一个声学特征向量 x𝑡，计算出它属于每一个
HMM状态 𝑠𝑗 的概率。
HMM的任务保持不变：使用维特比算法，在给定发射概率（由 DNN提供）和转移概
率的情况下，寻找最优的状态序列。

王帅 (南京大学智能科学与技术学院) ASR补充材料 2026年秋季 62 / 71



似然 (Likelihood) vs. 后验 (Posterior)

HMM需要什么？
HMM解码器需要的是似然概率 𝑝(x𝑡|𝑠𝑗)，即在状态 𝑠𝑗 下生成观测 x𝑡 的概率。
DNN提供什么？
DNN本质上是一个分类器。它的输出（经过 Softmax层后）是后验概率 𝑃(𝑠𝑗|x𝑡)，即
给定观测 x𝑡 后，当前帧属于状态 𝑠𝑗 的概率。
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似然 (Likelihood) vs. 后验 (Posterior)

如何从后验转换到似然？
我们可以使用贝叶斯定理：

𝑝(x𝑡|𝑠𝑗) = 𝑃(𝑠𝑗|x𝑡)𝑝(x𝑡)
𝑃 (𝑠𝑗)

在解码的任意时刻 𝑡，对于所有状态 𝑗来说，𝑝(x𝑡)都是一个常数，可以在比较中被忽略。
因此，我们实际使用的”伪似然”是：

pseudo-likelihood ∝ 𝑃(𝑠𝑗|x𝑡)
𝑃 (𝑠𝑗)

𝑃 (𝑠𝑗|x𝑡): 由 DNN网络输出。
𝑃(𝑠𝑗): 状态 𝑠𝑗 的先验概率，可以通过它在训练数据中出现的频率来估计。
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GMM-HMM v.s. DNN-HMM
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DNN–HMM的典型训练流程

1 训练 GMM–HMM：用 Baum–Welch等方法得到初始声学系统。
2 强制对齐：限定为正确文本对应的状态路径，为每一帧生成 HMM状态标签。
3 训练 DNN：输入当前帧及相邻帧特征，用交叉熵训练状态分类器。
4 构建混合系统：将 DNN后验除以状态先验作为声学分数，结合 HMM、词典与语言模
型解码。

注意
这里介绍的是依靠 GMM–HMM对齐启动训练的经典流程。强制对齐时已知参考文本，测
试解码时需要搜索候选文字。
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DNN–HMM的特点

多层非线性变换可以学习复杂的声学状态判别边界。
拼接相邻帧作为输入，使分类器利用局部时间上下文。
可以直接使用 FBank等声学特征，减少部分特征变换。
HMM继续负责状态转移，DNN提供状态后验，解码结构保持模块化。

与 GMM的区别
GMM建模 𝑝(x𝑡 ∣ 𝑠𝑗)，DNN通常估计 𝑃(𝑠𝑗 ∣ x𝑡)。比较两者时必须区分似然与后验。
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经典系统的局限性

脆弱的“流水线”式架构: 每一模块的错误都会累积和传播。
依赖大量人工设计的启发式规则: 如决策树的问题集、HMM拓扑结构等。
训练目标不一致: 各模块分别构建或训练，局部目标与最终识别错误率可能不一致。
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自测：前向与 Viterbi

两个状态 𝑠1, 𝑠2，两个离散观测 𝑎, 𝑏：

𝜋 = (0.6, 0.4), 𝐴 = (0.7 0.3
0.4 0.6) , 𝐵 = (0.5 0.5

0.1 0.9) .

𝐵 的两列分别对应 𝑎, 𝑏，观测序列为 (𝑎, 𝑏)。
1 计算 𝛼1, 𝛼2，求 𝑃 (𝑎, 𝑏 ∣ 𝜆)。
2 计算 𝛿1, 𝛿2，回溯最优状态路径。
3 解释为什么观测概率与最佳路径的联合概率不同。

王帅 (南京大学智能科学与技术学院) ASR补充材料 2026年秋季 69 / 71



自测参考答案与复习问题

𝛼1 = (0.30, 0.04), 𝛼2 = (0.113, 0.1026),
𝑃 (𝑎, 𝑏 ∣ 𝜆) = 0.2156,

𝛿1 = (0.30, 0.04), 𝛿2 = (0.105, 0.081).

最佳路径为 (𝑠1, 𝑠1)，联合概率为 0.105。前向算法累加所有路径，Viterbi只保留最大路径，因此两
者不同。

进一步复习
隐藏状态为何不能直接从观测中读出？

𝛾𝑡(𝑖)与 𝜉𝑡(𝑖, 𝑗)分别怎样构成期望计数？
状态绑定怎样缓解数据稀疏？DNN后验为何需要先验校正？
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